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Abstract

En este articulo reportamos las férmulas necesarias y el procedimiento
para obtener las coordenadas de los puntos que conforman a dos tridngulos
equilateros construidos a partir de dos puntos en el plano de coordenadas
(z0,y0) ¥ (z1,y1). Mediante la aplicacién de herramientas de calculo como
norma del vector, producto punto; asi como de geometria analitica: punto
medio y ecuacién de la recta.

Ademas se obtienen las ecuaciones generales de las rectas que forman
a los dos tridngulos equilateros después de ser obtenidos los vértices de
cada triangulo construido.

1 Introduccion

La geometria analitica en dos dimensiones se puede formalizar utilizando las
herramientas del calculo vectorial asi por ejemplo, las distancia entre dos puntos
se obtiene mediante la norma del vector diferencia:

d = (x0,90), (r1,91) =(z0,90) — (z1,y1) =] (z0 — =1,90 — 11)|l

En tanto que la geometrizacién necesaria para obtener angulos entre vectores
la tenemos con el producto punto definido como

(z1,91) - (20, yo) = [[(z0,y0) || [[(z1,91)[| Cos0 = zoz1 + Yoy

Donde fes el angulo entre los dos vectores(zg, yo) y (z1,y1).
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Figure 1: Coordenadas de cada triangulo equilatero que se desean conocer.

2 Desarrollo

Supondremos conocidos los puntos definidos por las variables(xg, yo), (x1,¥1), ¥
a partir de ellos obtendremos primero la ecuacién de la recta que pasa por los
puntos (o, o), (T1,Y1)-

Como (x0,90) ¥y (21,y1) estan en una recta que podria ser Az + By = C
entonces satisfacen esta ecuacion:

(l‘oA —|— yoB) = 1

(l’lA -+ Y1 B) =1

Resolviendo el sistema obtenido de sustituir los valores de xq, 9, €1, y1 en la
ecuacion tenemos:

L o

A= Ly | wiw
xo yo ToY1—YoZx1
1 N
o 1‘

B— I 1 __ wg—xy
To Yo ZoY1—Yox1
1 Y

Con lo cual la ecuaciéon queda:
z(yo — y1) + y(zo — 71) = ToY1 — Yor1
Donde en la forma Az + By + C =0
A=yo—u
B = o — T1
C =yozx1 — zoy1
Utilizando las férmulas de pendiente, puntos medios y distancia:
m =Y1—Y0
xr1—Xo
Ty = 3?1-5900

— Y1ty
Ym = 5
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d? = (x1 — x0)? + (1 — %o)?

Ocupamos producto punto para encontrar la ecuacion de la diagonal o altura
de los tridngulos, entonces:

A-B = |A||B|Cost

Para un triangulo equilatero como el requerido sabemos que 6 = 60° y la
norma es la misma para los dos vectores (tridngulo equilatero) asi que

Al =1 — Xo

Bi=z—x

Az =y1 — Yo

By =y —1wo

Sustituyendo:

(&1 — z0)(x — o) + (Y1 —y0) = &

(x1 —x0) — (1 — 20)T0 + (Y1 — Y0)Y — (Y1 — Yo)Yo = d*;

y1—yo)y = L + (21 — 0)zo + (y1 — Yo)¥o

(r1 —x0)x+ (Y1 — Yo)y = (Ir;())Q + (ylg‘yof + (21— x0)x0 + (Y1 — Y0)Yo
(@1 —@0)x + (y1 — yo)y = 7" (z1 — o + 2x0) + “5% (Y1 — Yo + 2y0)
T+ ;/l:zoy — m1§m0 + gl:zo (y15yo)

La ecuacion de la diagorial os: T + MY = Ty, + MYreeveennnn Ecuacién 1
Altura del triangulo: h? = %d2por Pitagoras.

Distancia entre el punto medio y el vértice:

(= am)? + (Y = ym)? = 2% Ecuacién 2
Despejamos z de la ecuacion de la diagonal:...................... Ecuacion 3
T = Ty + MYy — YMm

T =Tm + MY —Y)

Sustituimos en la ecuacion 2 obtenemos las siguientes ecuaciones:

(x1 — x0)z +

~ o~~~

(T + MYy — My — T)* + (Y — ym)? = 2% Ecuacién 4
T R Y R e Ecuacién 5
m2(y — yYm)? + (Y — ym)? = §d2 ..................................... Ecuacion 6
(Y —ym)?(m? + 1) = 2d% .o Ecuacion 7
(Y — ym)? = 4(%‘5_1) ...................................................... Ecuacion 8
Y= Ym = 4(%‘511) ....................................................... Ecuacion 9

Si sustituimos la ecuacion 9 en la 3 tenemos que:

3d2m?
4(m2+1)

Con todo ello se obtienen las coordenadas que representan los vértices re-
queridos para formar dos tridngulos equildteros respecto a la recta senalada al
inicio: '

(2m % /2285 vm * 725

Las ecuaciones que representan las rectas que conforman los lados de ambos
tridngulos son:

L. Eutre (z1,y1) y (azm — ,/%,ym + \/4(%110 donde los llamamos

(x1,91) ¥ (20, 90) y m = £=40

T =x,*
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y—y1 =22 (x—21)

y—y1=mi(z—x1)
Y =mi1T —mx1 + Y1
Por lo que la Ecuaciéon de la recta 1 es: y = mix + bydonde by = y; — mizy

II. Entre (z1,y1) ¥y (xm + %,ym — 1/4(%‘2{11)) donde los llamamos

(T1,51) ¥ (22,92) y Mg = L4
y—y1 = m2($ - 961)
Y = Mo — Ma2Z1 + Y1
Por lo que la Ecuacién de la recta 2 es: y = mox + basiendo by = y1 — moxy

III. Entre (xo,y0) ¥y (xm - %, Ym — 1 /#ﬁil)) donde los llamamos

(z1,91) v (23,y3) y m3 = ﬁ

Y —yo = m3(x — x0)
Y = M3T — M3To + Yo
Por lo que la Ecuacién de la recta 3 es: y = mgx + bgdonde b3 = yo — msxg

IV. Entre (xo,y0) ¥y (xm + \/%, Ym + ,/4(%?2_1)) donde los llamamos

(z1,91) ¥ (T4, 94) y my = 222

Y — yo = ma(z — x0)

Y = My — MyTo + Yo

Por lo que la Ecuacién de la recta 4 es: y = myx + bydonde by = yo — myxo

De todo esto obtenemos que, las coordenadas de los dos puntos que forman
los tridngulos son:

3d?m?

— _ 3d?
T = [T U = 1)
Ademas de las Ecuaciones de las rectas que conforman cada tridngulo:

y =myx + bydonde by = y1 — M1T1.eevrnnnnn.. Ecuacion de la recta I

Yy = Mox + basiendo by = Y1 — MoT1eeeererrens Ecuacion de la recta 11
y = max + bzdonde by = yg — M3TQeeeevernnnes Ecuacién de la recta I11
y = myx + bgdonde by = yg — MyTgeeevrernnnes Ecuacion de la recta IV

Donde el valor de las constantes b y m se describen anteriormente en la
descripcion de cada ecuacion.

3 Conclusiones

Debemos recordar que un triangulo equilatero cumple con el requisito de que
sus angulos internos son de 60°; de acuerdo a esto, construimos las ecuaciones
que nos ayudaron a hallar las coordenadas de los vértices que conforman a los
tridngulos.

Se encontraron los valores de A y B que son las constantes que acompanaran
a z y y en la ecuacién de la recta, dichos valores los sustituimos en la férmula
de producto punto para despejar = y y, donde los valores nos arrojaron los
puntos medios y pendiente, con ello formamos la ecuacion 1 que corresponde a
la diagonal de los tridngulos.

La ecuacién numero 2 la construimos a partir de la férmula de la altura del
tridngulo aplicando el Teorema de Pitagoras, donde el valor de la altura esta
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dado por la distancia del punto medio al vértice. En su caso, para la ecuaciéon
3 despejamos x de la ecuacion de la diagonal.

Las ecuaciones siguientes, de la 4 ala 9, las obtuvimos sustituyendo el despeje
dex en las ecuaciones 2 y 3, asi se obtuvo a y en la ecuacién 9; para encontrar
el valor de x sustituimos el valor de y en la ecuacién nimero 3, de esta forma
se encontraron las coordenadas de los vértices desconocidos.

Las ecuaciones de las rectas I, II, III y IV que pasan por los vértices, las
obtuvimos utilizando la férmula de punto pendiente.

4 Bibliografia

Larson Hostetler, Edwards. Célculo de Varias Variables: El producto escalar o
producto punto de dos vectores. (2009). México: Mc Graw Hill.

Larson, Robert Hostetler. Precalculo: Temas complementarios de Geometria.
Editorial Reverte.

Anton, H. “Introduccién al Algebra lineal”.2° Edicién. Limusa. México,
2000.

Nakos, G. y Joyner, D. “Algebra lineal con aplicaciones”. Thomson editores.
Meéxico, 1999.

19



Epsilon Delta de las Ciencias-Investigacion
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