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Capítulo 4: Poema formal de límite.

En el apítulo anterior, llamado álulo provisional,

presentamos algunos oneptos importantes del

álulo diferenial, expresados en forma intuitiva y

amena, sari�ando formalidad pero ganando om-

prensión. Muhos de nuestros letores han soliitado

que se realie algo similar on la de�niión formal

de límite, una tarea nada senilla si onsideramos

que, para llegar a tener una mejor omprensión de

la teoría, esta seión busa privilegiar la deduión

más que otro estilo de razonamiento. Pero si bien

la seión se denomina el espaio físio, solo el

apítulo ero se dedió expliitamente a la Físia

y los apítulos restantes a uestiones matemátias,

debido en gran parte al interés y petiiones de los

letores. Es por ello que no hay razón alguna por

la ual no dar gusto a tal petiión en este apítulo,

iniiemos entones on la exposiión de nuestra

primera de�niión formal.

Cierta mañana, posterior al safari de nuestros

amigos protagonistas (el elefante y el ratón) on

su amigo arlitos de España. Nuestro onoido

paquidermo se olumpiaba en el parque tratando de

omponer una bella poesía para delamar, y reordó

entones una frase esrita en el libro Calulus de M.

Spivak [1℄ aera de la de�niión formal del límite de

una funión de variable real:

�½apréndala el letor de memoria si es neesario,

omo si fuese un poema! Ésto es, por lo menos, mejor

que emplearla inorretamente; quien haga ésto, irre-

mediablemente saará demostraiones inorretas.�
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La de�ión a la que hae alusión el parrafo anterior

es la siguiente:

�El Límite de f(x) en x0 es ℓ sí ∀ ε>0, ∃ δ=δ (ε)>0
tal que, ∀x, sí 0<|x− x0|<δ entones |f (x)− ℓ|<ε.�

Si es la primera vez que el letor tiene ontato

on esta simbología, no enontrará la belleza de

la que hablamos. Quiza lo mas onveniente sea

traduir éstos simbolos al astellano para aprenderla

de memoria:

�El límite de la funión efe de equis en el punto

equis sub-ero es ele si para toda épsilon mayor que

ero existe algún delta funión de épsilon mayor que

ero tal que, para toda equis, sí equis y equis sub-ero

distan positivamente en menos que delta entones

efe de equis y ele distan en menos que épsilon�

(½aplausos!)
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Aunque, es muy probable que algunos letores,

uyo interés no sea leer matemátia, permanezan

absortos y en silenio durante un momento (sin

enontrar sentido a estas palabras) pero despues del

silenio solo resta brindar muhos aplausos a nuestro

paquidermo. Al igual que suede on muhas obras

ulturales, a las que no se les enuentra sentido, es

neesario saber onoer y apreiar la monumental

obra para que los aplausos sean espontáneos.

½A onoer entones la simbología que aparee en

la de�niión formal! Empeemos on el símbolo ∀
que representa al uanti�ador universal (y se suele

leer �para todo�). Un uanti�ador es un pre�jo que

antepuesto a un enuniado abierto lo transforma en

una proposiión, que puede ser ali�ada omo falsa

o verdadera. Por ejemplo, onsideremos el onjunto

llamado {\it lub de los animalitos} E formado por

Dumbo, Efelante, Stampy y Elefanio, un enuniado

abierto que involure este onjunto puede ser: �el

elefante de E pesa mas de una tonelada� el ual no

presenta informaión espeí�a. Con el uanti�ador

universal preediendo: �todos los elefantes de E

pesan más de una tonelada� y signi�a que: Dumbo

pesa más de una tonelada y Efelante pesa más de

una tonelada y Stampy pesa mas de una tonelada

y Elefanio pesa más de una tonelada, es deir el

uanti�ador universal junto a un enuniado abierto

representa una onjunión de proposiiones.

El siguiente símbolo ε (letra griega épsilon)

denotará un número real que umple on todas

las propiedades de ampo de los números reales y

pedimos sea un número positivo. Después aparee

el símbolo ∃ que no signi�a estaionarse de reversa,

representa al uanti�ador existenial (y se suele leer

�existe algún�). Consideremos nuevamente el lub de

los animalitos E y el enuniado abierto �el elefante

de E tiene orejas grandes.� Con el uanti�ador

existenial: �existe algún elefante de E que tiene

orejas grandes� y signi�a que: Dumbo tiene orejas

grandes o Efelante tiene orejas grandes o Stampy

tiene orejas grandes o Elefanio tiene orejas grandes,

es deir el uanti�ador existenial antepuesto a

un enuniado abierto representa una disyunión de

propoisiones.

Después aparee la letra griega delta δ que denota

una funión que depende del número real ε por lo

ual se emplea la notaión de funión δ (ε) y pedimos

que sea positiva. Por último apareen dos valores

absolutos que representan el valor positivo de las

diferenias entre dos antidades. Y la relaión que

guardan estas dos diferenias positivas es la parte

entral de la de�niión formal, es la parte medular

para demostrar que un número real ℓ es el límite de

una funión en x0
1

.

Debido al enuniado anterior, debemos tener muy

presente que el empleo de la de�niión formal no

sirve para enontrar el valor del límite ℓ, sirve

para demostrar que ℓ es el límite de la funión.

El uso de la de�niión formal tiene la premisa de

onoer (o reer onoer) el valor del límite. El uso

orreto de las propiedades de los números reales, de

las desigualdades y del valor absoluto determinaran

la di�ultad o la trivialidad para enontrar δ en

términos de ε (para toda ε ). Entones la �nalidad

de la de�niión formal, y toda la belleza del poema,

radia en enontral la delta, por muy pequeña que

sea épsilon.

Conoiendo el lenguaje del poema tendrémos,

quiza, una mejor apreiaión de la delamaión de

nuestro paquidermo poeta y los aplausos se tornarán

más espontáneos y prolongados. Pero, si se desea

más expresión ultural terminemos este apítulo

on la negaión de la de�niión formal, pidiendo al

letor que la revise a detalle, pues la negaión de las

onjuniones y de las disyuniones, haen uso de las

llamadas leyes de De Morgan.

�∃ algún ε>0, tal que ∀ δ>0 ∃ algún x para el ual

es 0<|x− x0|<δ pero no |f (x)− ℓ|<ε.�

[1℄ M. Spivak; Calulus(Fourth Edition); Publish

or Perish, In. Texas USA (2008).

1

es deir el valor que tomaría la funión en x0debido a los

números eranos a x0
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