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Capítulo 4: Poema formal de límite.

En el 
apítulo anterior, llamado 
ál
ulo provisional,

presentamos algunos 
on
eptos importantes del


ál
ulo diferen
ial, expresados en forma intuitiva y

amena, sa
ri�
ando formalidad pero ganando 
om-

prensión. Mu
hos de nuestros le
tores han soli
itado

que se reali
e algo similar 
on la de�ni
ión formal

de límite, una tarea nada sen
illa si 
onsideramos

que, para llegar a tener una mejor 
omprensión de

la teoría, esta se

ión bus
a privilegiar la dedu

ión

más que otro estilo de razonamiento. Pero si bien

la se

ión se denomina el espa
io físi
o, solo el


apítulo 
ero se dedi
ó expli
itamente a la Físi
a

y los 
apítulos restantes a 
uestiones matemáti
as,

debido en gran parte al interés y peti
iones de los

le
tores. Es por ello que no hay razón alguna por

la 
ual no dar gusto a tal peti
ión en este 
apítulo,

ini
iemos enton
es 
on la exposi
ión de nuestra

primera de�ni
ión formal.

Cierta mañana, posterior al safari de nuestros

amigos protagonistas (el elefante y el ratón) 
on

su amigo 
arlitos de España. Nuestro 
ono
ido

paquidermo se 
olumpiaba en el parque tratando de


omponer una bella poesía para de
lamar, y re
ordó

enton
es una frase es
rita en el libro Cal
ulus de M.

Spivak [1℄ a
er
a de la de�ni
ión formal del límite de

una fun
ión de variable real:

�½apréndala el le
tor de memoria si es ne
esario,


omo si fuese un poema! Ésto es, por lo menos, mejor

que emplearla in
orre
tamente; quien haga ésto, irre-

mediablemente sa
ará demostra
iones in
orre
tas.�
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La de�
ión a la que ha
e alusión el parrafo anterior

es la siguiente:

�El Límite de f(x) en x0 es ℓ sí ∀ ε>0, ∃ δ=δ (ε)>0
tal que, ∀x, sí 0<|x− x0|<δ enton
es |f (x)− ℓ|<ε.�

Si es la primera vez que el le
tor tiene 
onta
to


on esta simbología, no en
ontrará la belleza de

la que hablamos. Quiza lo mas 
onveniente sea

tradu
ir éstos simbolos al 
astellano para aprenderla

de memoria:

�El límite de la fun
ión efe de equis en el punto

equis sub-
ero es ele si para toda épsilon mayor que


ero existe algún delta fun
ión de épsilon mayor que


ero tal que, para toda equis, sí equis y equis sub-
ero

distan positivamente en menos que delta enton
es

efe de equis y ele distan en menos que épsilon�

(½aplausos!)
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Aunque, es muy probable que algunos le
tores,


uyo interés no sea leer matemáti
a, permanez
an

absortos y en silen
io durante un momento (sin

en
ontrar sentido a estas palabras) pero despues del

silen
io solo resta brindar mu
hos aplausos a nuestro

paquidermo. Al igual que su
ede 
on mu
has obras


ulturales, a las que no se les en
uentra sentido, es

ne
esario saber 
ono
er y apre
iar la monumental

obra para que los aplausos sean espontáneos.

½A 
ono
er enton
es la simbología que apare
e en

la de�ni
ión formal! Empe
emos 
on el símbolo ∀
que representa al 
uanti�
ador universal (y se suele

leer �para todo�). Un 
uanti�
ador es un pre�jo que

antepuesto a un enun
iado abierto lo transforma en

una proposi
ión, que puede ser 
ali�
ada 
omo falsa

o verdadera. Por ejemplo, 
onsideremos el 
onjunto

llamado {\it 
lub de los animalitos} E formado por

Dumbo, Efelante, Stampy y Elefan
io, un enun
iado

abierto que involu
re este 
onjunto puede ser: �el

elefante de E pesa mas de una tonelada� el 
ual no

presenta informa
ión espe
í�
a. Con el 
uanti�
ador

universal pre
ediendo: �todos los elefantes de E

pesan más de una tonelada� y signi�
a que: Dumbo

pesa más de una tonelada y Efelante pesa más de

una tonelada y Stampy pesa mas de una tonelada

y Elefan
io pesa más de una tonelada, es de
ir el


uanti�
ador universal junto a un enun
iado abierto

representa una 
onjun
ión de proposi
iones.

El siguiente símbolo ε (letra griega épsilon)

denotará un número real que 
umple 
on todas

las propiedades de 
ampo de los números reales y

pedimos sea un número positivo. Después apare
e

el símbolo ∃ que no signi�
a esta
ionarse de reversa,

representa al 
uanti�
ador existen
ial (y se suele leer

�existe algún�). Consideremos nuevamente el 
lub de

los animalitos E y el enun
iado abierto �el elefante

de E tiene orejas grandes.� Con el 
uanti�
ador

existen
ial: �existe algún elefante de E que tiene

orejas grandes� y signi�
a que: Dumbo tiene orejas

grandes o Efelante tiene orejas grandes o Stampy

tiene orejas grandes o Elefan
io tiene orejas grandes,

es de
ir el 
uanti�
ador existen
ial antepuesto a

un enun
iado abierto representa una disyun
ión de

propo
isiones.

Después apare
e la letra griega delta δ que denota

una fun
ión que depende del número real ε por lo


ual se emplea la nota
ión de fun
ión δ (ε) y pedimos

que sea positiva. Por último apare
en dos valores

absolutos que representan el valor positivo de las

diferen
ias entre dos 
antidades. Y la rela
ión que

guardan estas dos diferen
ias positivas es la parte


entral de la de�ni
ión formal, es la parte medular

para demostrar que un número real ℓ es el límite de

una fun
ión en x0
1

.

Debido al enun
iado anterior, debemos tener muy

presente que el empleo de la de�ni
ión formal no

sirve para en
ontrar el valor del límite ℓ, sirve

para demostrar que ℓ es el límite de la fun
ión.

El uso de la de�ni
ión formal tiene la premisa de


ono
er (o 
reer 
ono
er) el valor del límite. El uso


orre
to de las propiedades de los números reales, de

las desigualdades y del valor absoluto determinaran

la di�
ultad o la trivialidad para en
ontrar δ en

términos de ε (para toda ε ). Enton
es la �nalidad

de la de�ni
ión formal, y toda la belleza del poema,

radi
a en en
ontral la delta, por muy pequeña que

sea épsilon.

Cono
iendo el lenguaje del poema tendrémos,

quiza, una mejor apre
ia
ión de la de
lama
ión de

nuestro paquidermo poeta y los aplausos se tornarán

más espontáneos y prolongados. Pero, si se desea

más expresión 
ultural terminemos este 
apítulo


on la nega
ión de la de�ni
ión formal, pidiendo al

le
tor que la revise a detalle, pues la nega
ión de las


onjun
iones y de las disyun
iones, ha
en uso de las

llamadas leyes de De Morgan.

�∃ algún ε>0, tal que ∀ δ>0 ∃ algún x para el 
ual

es 0<|x− x0|<δ pero no |f (x)− ℓ|<ε.�

[1℄ M. Spivak; Cal
ulus(Fourth Edition); Publish

or Perish, In
. Texas USA (2008).

1

es de
ir el valor que tomaría la fun
ión en x0debido a los

números 
er
anos a x0
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