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Capitulo 3: Calculo provisional.

Antes de iniciar con este capitulo, es importante
recordar que El Célculo es sin lugar a dudas el
preludio a la matemética y el primer encuentro
real con la misma. Es una oportunidad inigualable
de profundizar en los conceptos bésicos de légica.
Y debemos dejar establecido que la precision y el
rigor son el medio natural para tratar las cuestiones
matematicas [1], de otro modo no se podria hacer un
analisis profundo de las estructuras y, las propiedades
de los entes abstractos serian meras suposiciones.

Las diferentes definiciones de un concepto en céal-
culo, corresponden a diferentes niveles de abstraciéon
y la eleccién de una a otra se efecttia en base a
necesidades especificas [2]. El elemento importante
en la mateméatica es el pensamiento abstracto en
una forma precisa y ordenada. Las facultades de
la mente, al igual que los miembros del cuerpo, se
fortalecen y mejoran con el ejercicio. Este trabajo
es, en realidad, un entrenamiento para comprender
y asimilar (por vez primera o como reafirmacion)
algunos de los principales conceptos del calculo. Se
enuncia una coleccién de definiciones provisionales
que en su conjunto tienen la finalidad de servir en la
generaciéon de las definiciones formales del calculo,
puede considerarse entonces como una herramienta
didactica.

En este trabajo no pretendemos presentar las
definiciones formales del célculo, ni un analisis rig-
uroso de sus consecuencias, mas bien, es un material
que presenta los conceptos en una forma intuitiva,
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eludiendo la dificultad en su uso, pero manteniendo
la seriedad en sus alcances y la suficiencia para desar-
rollar el calculo, sin sacrificar el rigor 16gico. Debido
a la gran importancia de los conceptos y a la difi-
cultad de muchos al estudiarlas, los protagonistas de
esta seccion (el elefante y el raton), antes de partir a
un safari nos dejaron las siguientes:

Definiciones provisionales

Un numero natural o de contar es un simbolo que
denota una caracteristica intrinseca e inalienable
a un conjunto de objetos, llamada cantidad. Al
conjunto de esos simbolos se denomina sistema
numeérico, que puede tener infinitos simbolos o unos
pocos, si el sistema numeérico es posicional (i.e. el
orden de los simbolos importa). Los nimeros enteros
son los mismos ntimeros naturales como "haber,"
como "deber," y un simbolo que denota ausencia.
Los nimeros racionales son proporciones de nimeros
enteros, y son necesarios otros nimeros que no son
proporciones de nameros enteros, conocidos como
irracionales. En conjunto, todos estos nimeros
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son llamados numeros reales, pero para dar una
definicién satisfactoria de ellos, debemos definir no
solo los ntimeros reales, sino también las operaciones
de suma y multiplicacién de niimeros reales. Es decir,
los ntimeros reales seran concebidos en base a las
propiedades que satisfacen y no como entes aislados.
Sin esta concepcién, un numero real solo seria una
ficcion heuristica de nuestra imaginacion matemaética.

. Qué soén entonces los numeros reales? En re-
alidad no es de interés, son importantes porque
satisfacen doce "propiedades basicas" llamadas de
campo, asociadas a dos operaciones definidas. Las
cuatro primeras se refieren a la operaciéon suma,
otras cuatro para la multiplicacién, una més que
relaciona ambas operaciones y las tres propiedades
restantes hacen referencia a desigualdades. De
estas propiedades se derivan dos restricciones
para los numeros reales: i) no division por cero, ii)
no extraccién de raiz cuadrada de nimeros negativos.

Una funcion es una relaciéon en la que a cada
elemento de un conjunto se le asigna uno y solo
un elemento de otro conjunto. Al primer conjunto
se le denomina dominio de la funcién y al segundo
imagen. Los conjuntos de interés en calculo son
conjuntos de numeros reales. La relacion entre los
elementos de los conjuntos puede estar especificada
de varias formas: con palabras, con una férmula, con
una grafica, con un listado, etc.

A partir de este momento nos referiremos a un
elemento del conjunto del dominio como un punto.
Senialamos que existe una diferencia abismal entre
dos conceptos tan necesarios para el calculo: el
primero es el valor de la funcién f(xo) en un punto
o que es el valor asignado por la relacién a dicho
punto; el segundo es el valor al que tiende la funcion
en un punto (mejor conocido como limite de la
funcién en un punto) lim,_,,, f(z) que es el valor
que tomaria la funciéon en ese punto debido a los
puntos aledafios a él'.

Ldebido a los valores asignados por la relacién a esos puntos
aledanos

El valor de la funcién y el valor al que tiende la
funcién, en un punto, no siempre coinciden. Una
funcién es continua en un punto si el valor de la
funcién y el valor al que tiende la funcién en ese
punto existen y son iguales. Y, una funcion continua
es una funcién que es continua en todos los puntos
de su dominio.

La derivada de una funcion en un punto es el valor
al que tiende el cociente de la variacion de valor de la
funcién en el punto y la variacién del punto, cuando
no existe variacion.

Esta ultima definiciéon no resulté tan facil de en-
tender, previniendo esta complicacién, nuestro amigo
el elefante ha ideado algo verdaderamente ingenioso
para asimilarlo. En cierto establecimiento de legumi-
nosas encontramos una lista de ofertas en los precios
del mani (primeras dos columnas, la tercera y cuarta
son creaciones de su mente)

| -~ | f(.I) | h | f(30+h}1—f(90)

1 12 -3 11.33
2 23 -2 11.50
3 34 -1 12.0
4 46 0

5 58 1 12.0
6 60 2 7.00
7 72 3 8.66
8 84 4 9.50

Donde = representa el nimero de Kilogramos de
mani y f(z) el precio de z kilogramos de mani.

Como nuestro amigo paquidermo solo necesita 4
kilogramos de mani para su consumo (su paladar es
muy exigente). En la columna tres, h representa el
numero de kilogramos extra de mani que ha decidido
consumir (o dejar de consumir si h es negativa).
Es importante hacer notar que la columna cuatro
no representa el precio promedio por kilogramo,
revisemos con cuidado: 9.50 representa el precio por
kilogramo extra de mani, si consumimos 4 kilogramos
extra de mani; 8.66 representa el precio por kilo-
gramo extra de mani, si consumimos 3 kilogramos
extra de mani; 7 representa el precio por kilogramo
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extra de mani, si consumimos 2 kilogramos extra de
mani; 12 representa el precio por kilogramo extra de
mani si consumimos 1 kilogramo extra de manf;

;,Cual sera el precio por kilogramo extra de mani
cuando consumimos 0 kilogramos extra de mani? Es
claro que no podemos calcularlo con la funcién dada
en la cuarta columna (y la pregunta quiza no tenga
sentido para algunos roedores) pero también es claro
que, de existir,? deberia haber tomado el valor de 12.
Es decir, no sabemos cual es el valor de la funcién
(que depende de h, no de z) en h = 0, pero si podemos
calcular el valor al que tiende esa funcién en h = 0.
Esto ltimo es la definicién de derivada, el valor que
debié haber tomado el precio por kilogramo extra de
mani, cuando los kilogramos extra son cero.

@)~ f(@)
h—0 h
La derivada representaria el precio por Kilogramo
extra de mani, cuando no consumimos algin kilo-
gramo extra de mani.

Como comentario final la derivada no existe en los
puntos en los que la funcién no es continua, ni en
aquellos donde la funcién tiene “picos”.
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2Empleando valores continuos de x el resultado puede ser
diferente

Si una cantidad no negativa fuera tan pequeria que
resultara menor que cualquier otra dada, ciertamente
no podrid ser sino cero. A quienes preguntan qué es
una cantidad infinitamente pequeiia en matemdticas,
nosotros respondemos que es, de hecho, cero. Asi
pues, no hay tantos misterios ocultos en este con-
cepto como se suele creer. Fsos supuestos misterios
han convertido el cdlculo de lo infinitamente pequeno
en algo sospechoso para mucha gente.

Leonhard Euler
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